CAPITULO 10

DERIVADAS DIRECIONAIS

10.1 Introducao

Dada uma funcao
f:Dom(f)CR* — R
X = (21,29, ...,xn) —  [(X)= flzy, 20, .0y2)
of

vimos que a derivada parcial de f com respeito a variavel x; no ponto Xj, %(XO),
7

fornece a taxa de variagao da funcao f em relacao a variacao da variavel x; no ponto

Xo. Desta forma, podemos interpretar que (Xo) fornece a taxa de variagao da

j
funcao f numa determinada direcao, que é uma direcao coordenada. Para obter a taxa
de variacao da funcao numa direcao arbitraria, utilizamos a derivada direcional.

10.2 Derivadas Direcionais

DEFINICAO 10.2.1: Seja f : Dom(f) € R* — R uma funcao real de varias
variaveis e seja @ um vetor unitario em R". A derivada direcional de f no ponto X

. . af . :
na direcao do vetor u, denotada por —f ¢é a funcao real definida por

ou’

(X +tid) — f(Xo)
9\ X0) = lim t '

0
O dominio de a—Ji é o subconjunto de Dom(f) para o qual o limite acima existe.
U

0
A derivada direcional —{(XO) denomina-se, também, taxa de variagcao de f no ponto
Xo na direcao do vetor u. Observe que
of f(Xo + tu) — f(Xo)
ou t ’

sendo que esta aproximacao é tanto melhor quanto menor for |¢|.

(Xo) =~

184
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Exemplo 10.2.1: Seja f(x,y) = 2% + y*. Calcule g—J
u

1,1), onde @ é o versor (vetor

unitario correspondente) dos vetores dados abaixo.
a) U= (—1,1) b) 7= (1,2) c) v=(1,1)

5 P P 0
Solugao: Vamos trabalhar com o vetor unitario arbitrario @ = (a, b) e calcular a—Ji(l7 1)
U
e depois substituir em cada caso acima.

0 1,1 t(a,b)) — (1,1 1+4+ta,1+tb) — f(1,1
O (1) i LD D) = (1) (1t +18) = 1(1.1)
ou t—0 t t—0 t
. (I+ta)>+ (1+th)>—2 . 24 t%a® + 2ta + 2tb + t2b* — 2
= lim = lim
t—0 t t—0 t
t2a* + 2ta + 2tb + t*b*
— i DO IO g 6?4 20+ 26+ 17 = 2a + 2b.
t—0 t t—0
No caso (a), t i (1 1) de mod
o caso (a), temos que @ = [ —, —= |, de modo que
q \/§ \/§ q
af 1 1
Y1) = —2— 42— =0
. 1 2
No caso (b), temos que 4 = T E) de modo que
of 1 2 6
Y1) = 29— =2
oz 5 5 V6
Finalment (o), t i (1 1) de mod
inalmente, no caso (c), temos que @ = | —, — |, de modo que
q \/§ \/§ q
of 1 2 4
Y1) = 2—g2 = =
8u( ) 2 2 V2

10.3 Interpretacao Geométrica

Seja f a funcao
f:Dom(f)CR* — R
X=(zy) = [flzy)
e sejam (g, yo) € A(aberto) C Dom(f) e 4 o vetor unitario dado por @ = (a,b). Como
(x0, Yo) pertence a um aberto contido no dominio de f, temos que existe § > 0, tal que
(xo + at,yo + bt) € A(aberto) C Dom(f),V t € [—d, 0]. Considere entao a curva C
parametrizada pela funcao v dada por

Y(t) = (w0 + at,yo + bt, g(t)), te[=d, 0],
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onde g(t) = f(xo + at,yo + bt). Observe que, construida desta forma, C' é uma curva
contida no gréafico da funcao f, dada pela intersecao do gréfico da funcao f com o plano
vertical que contém a reta (x,y, z) = (zo + at, yo + bt,0), t € R. Note também que

V(t) = (a;b,g'(t), te(=0,0),
de modo que
7'(0) = (a,b,4'(0)).

Desta forma, como

t—0

— lim f(zo + at,yo + bt) — f(xo,y0)
t—0 t
0

a_g»(x()vy())a

temos que

V(0) = (a, b, %(wo, yo))

= (a,b,0) + (0,0, %(wo,yw) -

Como @ = (a,b) é um vetor unitério, temos que

of

——= (T, = tan «,
06( 0:Yo)

onde « é o angulo formado pelos vetores 7/(0) e (a,b,0), o qual fornece a inclinagao da
reta tangente a curva C' no ponto v(0) = (zo, Yo, f(Zo,¥0))-

0
Temos portanto que —Ji(xo, o) fornece o coeficiente angular da reta tangente a curva

C', no ponto (xg, Yo, f (o, yo)), onde C é dada pela intersecao do grafico da funcao f
com o plano vertical que contém a reta (x,y, z) = (zo + at,yo + bt,0), t € R.

Observe que se @ = (1,0), temos que

0 0
a—g(%,yo) = 8—£($0,y0)

e que se 4 = (0,1), temos que

0 0
8—{7(%790) = a—g(xo,yo)-

10.4 Derivada Direcional e Vetor Gradiente
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Existe um conexao entre derivada direcional e vetor gradiente, no caso da funcao ser
diferencidvel. Confira o teorema a seguir.

TEOREMA 10.4.1: Se f : Dom(f) € R* — R é uma fungdo diferenciavel em
Xo € A(Aberto) € Dom(f), entao

of
dii

para todo vetor unitario v em R".

(Xo) = Vf(Xo) - 4,

Demonstragao: temos que

Q(Xo) _ hmf(Xo—l-tﬁ)_f(Xo).

ou t—0 t

Como f ¢é diferenciavel em X, temos que
f(Xo+ H) = f(Xo) + Vf(Xo) - H+erro(H)

onde (-) é o produto escalar e erro(H) ¢ tal que

H
- erro(H) _o.
=0 || H]
Portanto, se f é diferencidvel em X, fazendo H = tu, e observando que ||H|| = ||tu]| =
|t|, pois @ é unitario, temos que
f(Xo+ta) = f(Xo)+ V[f(Xo)-td+ erro(tu), (1)
onde,
- erro(ti) o,
[t|—0 ’t‘
que equivale a
b
i €7Tt8) _ 0. (2)
t—0 t

Desta forma, utilizando (1) na defini¢ao de derivada direcional, temos que

a—{(Xo) ~ lim J(Xo + td) — f(Xo)
o t—0 t
~ im f(Xo) + V f(Xo) - ti + erro(ti) — f(Xo)
t—0 t
— lim tV f(Xo) - 4+ erro(tu)
t—0 t
— iy (Vs -7+ D) )

Portanto, substituindo (2) em (3), concluimos que

U (x0) = Vi)
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O
Exemplo 10.4.1: Refaca o Exemplo 10.2.1.

E importante ressaltar que a diferenciabilidade da funcao f no ponto X, é essencial
para valer a férmula

L) = V)T

conforme pode ser visto no exemplo a seguir.
Exemplo 10.4.2: Seja

fla,y) = 2+ .
O; (:Cay) = (070)

0
Calcule g—{(O, 0), onde @ = (a,b) é um vetor unitério dado e verifique que a—j;((], 0) #
U i
V£(0,0) - .

Solugao: Temos, pela definicao de derivada direcional, que

%(0 0) = lim f(0+at,0+bt) — f(0,0)
ou "’ 0 ¢
b3t3
_ hm a2t2 +b2t2
t—0
b3 3

)

11_1301 (12 + b2
pois, como @ = (a,b) é um vetor unitdrio, temos que ||| = va? + b = 1.

Lembre-se que no Exemplo 6.4.1 verificamos que V f(0,0) = (0, 1). Desta forma, temos
que, de fato,

VA(0,0) = (0,1) (a,b) = b £ B = £2(0,0)
Lembre-se que no Exemplo 6.4.1 também verificamos que f é continua na origem, mas
nao ¢é diferenciavel em (0,0).

Q©

Observacgao 10.4.1: O Exemplo 10.4.1 acima mostra ainda que uma funcao f pode ser
continua em um ponto, possuir derivadas direcionais neste ponto em todas as direcoes
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e, mesmo assim, nao se diferenciavel neste ponto.

Utilizando o Teorema 10.4.1, podemos determinar em que direcao a derivada direcional
é maxima, e qual é o seu valor maximo.

TEOREMA 10.4.2: Se f : Dom(f) C R" — R é uma fungao diferencidvel em
Xo € A(Aberto) C Dom(f), tal que V f(Xo) # 0, entao:

a) O valor maximo da derivada direcional de f, no ponto Xy, ocorre quando g, =

Vf(Xo) -
||Vf(XO)|| aﬁmm (XO) - ||Vf(X0)||

Temos assim, que 1, fornece a direcao e sentido de maior crescimento da funcao,
partindo-se do ponto Xj.

e, neste caso, este valor maximo é dado por

b) O valor minimo da derivada direcional de f, no ponto Xy, ocorre quando ,,;, =
V [(Xo)
_ ——(Xo) = —[[Vf(Xo)l|.
IV f(Xo)ll Otlimin
Temos assim, que ,,;, fornece a direcao e sentido de maior decrescimento da fungao,
partindo-se do ponto Xj.

e, neste caso, este valor minimo é dado por

c) O valor da derivada direcional de f, no ponto Xy, é nulo quando @ é perpendi-
cular a V f(Xj).

Exemplo 10.4.3: Seja f(z,y) = x2y.

0
a) Determine @, de modo que a—{(l, 1) seja maxima.
u

b) Qual é o valor méaximo de %(1, 1).

¢) Estando-se no ponto (1,1), que diregao e sentido devemos tomar para que f cresga
mais rapidamente?

d) Estando-se no ponto (1, 1), que diregao e sentido devemos tomar para que f decresca
mais rapidamente?

Solugao:

: q of A
a) De acordo com o teorema acima, temos que o vetor u, tal que 8_“( 1,1) é méxima é
U

o vetor dado por

V(1,1)
IV DI

U=

Como

Vi(z,y) = 2zy, 2?),
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segue que

VI =(2,1),

de modo que o vetor 4 pedido é o vetor

L VAL L (2 1)
u = = y = —, — = .
IVALDI v22 412 V5 V5
: s of
b) Novamente, de acordo com o teorema acima, temos que o valor méximo de 8_*(1’ 1),
U
V(1
que ¢ obtido quando @ = m, ¢ dado por ||V f(1,1)]|. Portanto, o valor maximo
a Y
de —Ji(l, 1) é igual a /5.
ou

c¢) Estando-se no ponto (1, 1), a diregao e sentido que devemos tomar para que f cresca

Vi1 2 1
mais rapidamente é a direcao e sentido do vetor u = L ( )

IVALDI \V5 V5
d) Estando-se no ponto (1,1), a diregao e sentido que devemos tomar para que f de-

~ . S Vi1 2 1
cresga mais rapidamente ¢ a diregao e sentido do vetor 4 = —L = ( ) .

IVFLDI \ V5 V5
@



